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PRESENTACIÓN 


El presente texto sobre Límites de una Función Real de una variable real nace 
como la necesidad de implementar una metodologia didáctica basada en un desarrollo 
de forma explicativa y de proceso, de tal forma que permita ayudar al estudiante analizar, 
comprender y practicar los principios de los límites que representa en las funciones reales; 
además, se quiere mostrar que la teoría sobre límites de una función real no presenta 
complejidad, cuando se cuenta con conocimientos conceptuales básicos y del algebra. 
Seguidamente, para demostrar su utilidad, presentamos la continuidad de una función real 
que es uno de los temas posterior a los límites. Los límites son la base para comprender 
los temas desarrollados en el Cálculo Diferencial e Integral, estudiado con gran énfasis por 


los estudiantes de ciencias e ingenierías. 
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1. LIMITES DE FUNCIONES REALES 


El Cálculo Diferencial trata de los cambios infinitesimales o infinitésimos (de 
cantidades infinitamente pequefas: “casi, próximo a cero, o convergente a cero”) de las 
variables independientes y dependientes de una función. Los cambios a que se hace 
referencia son explicados matemáticamente utilizando los conceptos de límite i continuidad, 
pero al final de ello se encuentra una nota que para efectos de cálculo se tiene que entender 
ciertas ideas para que nuestros procesos sean más fáciles. 


1.1 Vecindad de un punto 


Sea aeR, se Ilama vecindad abierta o bola abierta de centro a y radio 5>0 y se 
denota con B(a,6), al intervalo (a-5, a+5), esto es, B(a,6)=(a-5, a+5), como se muestra la 
figura: 


a) > qt Px] ——————— 


u-o “ a+ó 
Se entiende por vecindad a un intervalo tan pequefio (infinitesimal), de modo que a 
lo más contiene un punto y esta al lado de otro punto. 
Propiedades: 
1. Bla dj=jreR/|r-g|<d] 
2. La intersección de dos vecindades de a[B(a,5,)y B(a,6,)] es una vecindad de 
alB(a,6)], esto es, B(a,5)= B(a,ô )NB(a,6,), donde 8=minf6,,6,> 


1.2 Limite de una función 


Sea f:R>R una función y a un punto que no necesariamente pertenece a D, pero 
que toda vecindad de a contiene puntos de D; se dice que el límite de f(x) es L, cuando L 
tiende hacia a, y se escribe: 


lim Fixt=L, 


cuando: 
pe IdoitreD rea vu-dercg+d 


St-re firoL+HE 


En términos de valor absoluto 
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ve>0,35>0/vxeD de-al<ó=>|fiy-dl<e 


Usando vecindades esta definición es equivalente a: 
ve>0,Id>0%remM ID, xa 


> tipo Bd) 


NOTA: El concepto de límite plantea que, para cualesquier valor x que se aproxime 
al valor de a(eso es, x tiende a a, xa) en la recta del eje real X, sucede los mismo en el eje 
Y, de modo que se encontrara un valor L, como resultado de la aproximación de cualquier 
valor y=f(x); es decir, cuando x Ilegue a ser o asumir el valor de a, entonces tendrá un valor 
L, que se encuentra en la recta real Y. 


1. Demostrar que si: n>oo, el límite de la sucesión 


E fo di ade 
“4 9º mn 
es igual a cero ; Para qué valores de n se cumple la desigualdad 7“ (siendo E un 


número positivo arbitrario)? 
Para 
a) €=0.1 
b) £=0.01 
c) 2=0.001 
Solución: 
Por definición tenemos que si: 


luego, 


a) Para €=0.1 


b) Para e=0.01 
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c) Para e=0.001 


= 0 4[,6227 


n 
2. Demostrar que el límite de la sucesión “1 = 1 (n=1, 2,...) cuando n>o es igual 
a 1 éPara qué valores de n>N se cumple la desigualdad Ix -1I<e (siendo £ un número 
positivo arbitrario)?. Hallar N para: 


a) €=0.1 

b) £=0.01 

c) €=0.001 

Solución: 

Si lim x, =|, entonces por definición de límite Ix,-1I<z luego remplazando: 


m | 


+] | 


luego, 


a) Para e=0.1 


c) Para e=0.001 


Cr= EL) 


3. Demostrar que limx' =4 


Solución: 
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Por definición de límite: 


> dera u=Hedoa] 
Por desigualdades 


tzr=2<l 


ot Bu E 


Luego, 
a) Para €=0.1 


m = 2) < (o 


b) Para e=0.01 


jan — 2) < CLUMIZ 


c) Para e=0.001 


m=— A o (INE 


I.q.q.d. 


1.3 Propiedades de los límites 

Antes de dar las propiedades de los límites, tenemos que tener presente algunas de 
las propiedades de los números reales. 

Proposición 1.3.1: xe &,x=Utul que xo para todo > U entonces x =b 

Teorema 1.3.1: (UNICIDAD DEL LÍMITE) El límite de una función, cuando existe, 
es único, es decir, si 


lim f(x=L vlmfaxi=L = L=b, 


Teorema 1.3.2: (CONSERVACION DEL SIGNO) Si lim fixi= ih, existe una 
vecindad B(a,5), tal que: f(x) y L tienen el mismo signo VY x € B(a,5),x£a 

Teorema 1.3.3: Si him fixi= L, existe una vecindad B(a,5) y un número M>0, tal 
que: tirt= MP tre Mia, di) con NE 


Teorema 1.3.4: Si f y g son dos funciones tales que: 
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a) Maxbágixi vrxcMaricouxra 


bi bm fixj= [1 Him pjzh= MF 


Entonces L<M, es decir lim flxps lmpgix] 

Teorema 1.3.5: (TEOREMA DE SANDWICH) Sean f(x), g(x) y h(x) funciones tales 
que 

aj) Murta glxis biz, Ve a, ri con x ta 


bj lim fixi=EL » himh(r)=L 


Entonces lim gix= £ 


Teorema 1.3.6: Sean f y g dos funciones tales que: 


aj lim fixj=0 


bj SM => 0 tal aptas | er ] MM. TxeABla,rjanrãa 


entonces lim xtpixp= 


1.4 Propiedades operacionales del límite 
Teorema 1.4.1: Sean f, g funciones tales que: 


lim Pui= Lo tim gí w1= f, Entonces: 
i) lime =. v constante. 
ii) lima xd] e) lim fita) «te constante. 
iii) lim| Flcyt la | lim Fixhs Mira grí Th= LH 


iv) lim| Firma | = lim Mxblim gixy= LA 


I | l 
v) lim -— 34 MM uh 
spir) limpixk A 


Pra Mim fix) 1 


vi) lim 


- aro 
e elxh o lompjxh o AF 


Teorema 1.4.2: Si lim fixi=[, entonces lima//(x) dim 4 (x) = , donde 
L>0 y n cualquier entero positivo ó L<O y n cualquier entero positivo impar. 

NOTA: Ahora bien, al calcular los límites en la mayoría de los ejemplos, se tiene que 
considerar lo siguiente: 


a. é Qué significa x->a?, quiere decir que x debe asumir o ser reemplazado por el 
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valor de a, es decir x>a equivale x=a, la flecha se entiende como una igualdad, 
porque se aproxima tanto que esta pegadita o ya es casi a (pero esta sustitución es 
para efectos de cálculo). 


b. Cuando substituyas el valor de x, por el de a, si te resulta un valor numérico 
incluido el O, ya es una respuesta y en caso de no ser así, tal vez se genere una 
indeterminación en la forma siguiente, es decir, “cs msi yo. En este 
TE = 


caso, tienes que salvar la indeterminación. 


c. «Qué es salvar la indeterminación? En general la indeterminación esta generada 
por el factor (x-a) que resulta de (xa), es decir, la flecha de convergencia "=", 
ahora significa el signo menos, y lo que tienes que encontraria utilizando procesos 
algebraicos (factorizaciones de aspa simple, Ruffini y otros) y siempre tiene que 
estar una en el numerador y otra en el denominador (como fracción), y luego lo 
simplificamos. 


d. Una vez simplificada los factores que generan la indeterminación, no te interese 
que valor o términos te queden, finalmente se sustituye el valor de x por el de a, y 
tendrás un resultado. jjjPractícalo!!! 


1.5 Calculo de límites 
1. Calcular: lim fixi donde flulcy au? 
Solución: 


Aplicando diferencia de cuadrados: 


: : Fr de 
T=a E(T=LAT HA) 


. x =d jx=2Nx42) 
+ Tim — = [im— — 
Éqg=] 1-4] x=7 


eliminando (x-2) y llevando al límite (significa reemplazar el valor de x por 2) se 
tendrá: 


Limi rij=2+2=d 
1 
2. Calcular: lim — 


4 
Solución: 
Desarrollando los factores (xº-1) y (xº-1)en: 


(x =De=dx=yp + 4x 4x4 1) 


("=D ro sr sr qr dr) 
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e MT 
3. Calcular: lim ——— 

ras yo -g 
Solución: 


Desarrollando los factores (x'-a”) y (xº-aº) en: 


(ur =2") =(x-0)(aº +rarda era! +xal + ral ra!) 


tr =a'p=(x-0)[x+ma+0") 


7 7 
x =] 
lim — = 
T+ o — o 
lim (apta sta ta el ta al) 
de: E = E 
ii Lr=anr temer ) 
str satratsra!+a* te” Ti 
E ST YT= =. =-q 
+ + o 3 
Ve - Irib aa +2r=6 = 
4. Calcular: lim => e ses 
gl -da+3 
Solución: 
—— 
du = red far + de É 
tm *E b. 
nt x —dy+ã 


PARE PRE Rr bip” Eoarepa sy + 2e-6] 
gt aço ——M 
a ES dr 3)[do Ir -Ir+ 84 dr +2r- &| 


ahora, por la diferencia de cuadrados 


3.3 á 
Ee [E t+hij—-(x +ir-—b) 


e fa 3 1)( —dy+ cbr dy +2r =) 


a E E | 
= Jum ———————— 


a E o RES «rega quo + Pr- Eri-6) 


pi “n(do -25+ Sado +r- 5] 
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q 
TE RES uN+6+ JP +NB)-6 


+ = ME 
plate oe bb) iIud+a bo 3 


Ve ares 


5. Calcular: lini—————— —— 


e É e 
Solución: 
[ k ay 
o Per [4x] =afax|+aá [x -2] 
lim =* mr im Lead lima 
4 ([x=B) 1 (x=8] a fr 
| (48 =2) (he + nfe+4) (e 
= um Es =— = = lim r* =, 
“E (r-gf[de eadres) CT a-sy [8 radrea) (Arda) UM 
Calcular: TESES 
; “um: 
6. Calcular post e = 
Solución: 
r-8 
lim SE E 
RR] lx 4 


Sacando el mínimo común múltiplo (mcm) de los radicales 2 y 3 se tiene: m.c.m. 
(2,3)=6; luego este valor pasa a ser el exponente de la nueva variable “y”, es decir: 


x=y end sro tds p= 2 


Luego 

4X = tv =B) 
tim Sm = lim = = 
et fx yo =) 

(v=2Hr +2p+dpo o dyirip+rdoo (7 +M2)+d) 12 
tim DE +20 + MD tr Ev O E + MIO — =3 
eo (p=2dp+2) eo (r+2 (2+2) É] 


RX 
7. Calcular: o ri 2 
| p=! 


Solución: 
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Sacando el mínimo común múltiplo (mcm) de los radicales 3 y 4 se tiene: m.c.m. 


(3,4)=12; luego este valor pasa a ser el exponente de la nueva variable “y”, es decir: 


cep" además sina => p=] 


1 Vr-=1. p=l. PR 1 5 a a 


um =lim>— = lim : 
a dr-po oposto [v-ldyr +p+) 
elal+l & 
1+1+1 i 
| J+Jx-? 
- Nm 
8. Calcular: 1"! x=R 


Solución: 


tim Uta 2 E 2) la 2 J 
a o a e)jv2+d7+2) 
[20x] -2 
lim — == + 
* (x TER) 
[24x -4) 
“e-sfo do +2) 
(dx =2) | 
ra x-s)[l2 +05 +2) 
(e 2) (Ne e 24 + 4) 


= lim — q —— == 


ams) da 2) [Ah + 2a 4) 


= = lim 
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(x=8) E 
e PRM 


PIC e 
É [2548 + 2) +28 +4) 


| | | | 
É (VErã 7+2)(4+22)+4) “qdnd+d+d) 412) 48 


d52+3-482+1 
9. Calcular: E 
T- =38+2 
Solución: 


Vix+3-JIx+l 


| — eee = 


et dx-a+2 


Aumentando y quitando 2 en el numerador, además de factorizar el denominador 


se tiene: 


AEE 


im BID o SE 
TREE) poco (3/0+2)[dr-1] 


Ahora hallando por separado 


Parte A: 


RR CE a 
a ave ca)(vE- N3x+1+2 irei+2) 


EEE - = 
ce [3,0 +2)[Vx-1)[V3x+1+2) 
EE) 


“RESET 
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3(x=1)[sbe +) 
Rr 


Ba) EE 
2) EE 
“(3+2)(5+2) (54) (6x2 10 


Parte B: 


| (5x3 -2)[qse + 3 135013 +41] 
aVx+2) [Wx-1) lise +Ufxei+4) | 


(5x +3-8) 
TENRA v =) Nlx+37 +NfSrei+4) 
s(1-1) 


O | === Sm 
=” [3x + 2)( x Alte + 3 +295x+3 +4) 
s(vx- Ha +1) 
- (a/e+2)(J7- false + 3 +mive3+a) | 
die Se +1) a 
SENSE FEET + RS + + 4] 
” s(vi+1) o 
ER «Jia + +NS+3 4] 
ao coBR tra SME uol 
(3+2)[Ã8)' +248+4) (5)(4+4+4) 6 
De las partes Ay B, se tiene: 


V3x+1=2 V5r+3-2 I8-10 2 


Mae) ea) E 
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dee 


10. Calcular: iate ti «120 


Solución: 


Ea 


Di) pode ad 
ola apa! 4 ES aerea) 


TT DF E a dar ada) 


l 


| 


I e 
m-órmeireos 
11. Calcular: lim “a 1d 
- Calcular: 
» 8 a dr] 


Solución: 
: E-Jx-] 
li 


ad CR e 

(2 eeas 
: NENE) sa £- JEZE 
Donde: 


E | =[2+ Vx- || 


[ET] 


Además, aplicando las conjugadas y simplificando, se tiene: 


Limites de funciones reales oo 


NERI 


m Te (1-3+ A =I)A 


da a imter ds. 


(a pulp = ET a 


(x=5) | 


12. Calcular: lim Lisa 
. alcular: a re À 
Solución: 
e [Ux+7- 2fqlre7y emfeaT ea)feT aÃ) 


Cio rs *(ErT =) VrsT + «Il +) 21757 + 4) 
ENS ia A Tiho | O 
e (2+7-8)[qle+7) +nfoeT+a) 

(577 +) (iTTa vt) 


m lie +2 E (tem + 2WTrT + 4) 
(848) ag AE NE 


(4rd+d) 2 3 


Wx+27=3 
13. Calcular: Hm 
, 0 4/4 +16 — E 


Solución: 
im t+27=3 
E rr 
(Ve+37-3 )fqllee 27 ee rET (a +9 [alo T6 +2) 
O REnE=) (destas 2)fle=27) «dr ET(a)+9) 


(x+27-27)[Vr+16+2) 
Jr+16 =a)falir [x+27) E edesiT(so] 


248 
Iê 


= | 


Limites de funciones reales 


[x)[4r +16 +2[dx+6+4) . 
Ee -AJ(NEETO +4)[ fee 27) safra F.(3]+ 3) 


EeJ(Sr+16+2)[de+16+4] ai [el[de+16+2)[de+ 16 +4] 
PRP rp pe PEÇA A pit tro o oi 
“fz e li= telas 27 PP Tipo) “fofa x+N7 edlça 7 Tops) 
[= já e PURE 4) Aja 
(OE EZE DORES +a] io A 
14. Calcular: Um ————— es Vir es 
= y=- dJlá=Ir 


Solución: 
q dE tim 18 85x )[Bx+ 241558) 
3x-2/15-3x ra [3 2415=3x)(3x+2W15=3%) 

Bm = Bor )(NSx + fix) [30 215 — 3x) 

= hm (9 = aq15— 30))( 3x + 8-2) E 
e (3x-(8-x))(32+2,/15-3r] 
em (9x -4(15-32))( (5x + 8=) 
Ei (lr =8+x)[3042/15-3x ) 
im à (93º -60+124)(Vix + Vê) 

o 4(x-2)(30+2,/18-3x] 
“E 3(30 + 4x- 20)(3x +J8-*) | 


En términos de factores 


[3x” +dir = 20) =(3x+10)(x=2) 


o d(x-2)[3x+2/15-3r) 
O (Bee 10) (> 25x + J8=*) 


tm + NS 3] a(302)+2/[5-50)) 
Eee 10) Vixi) 360) + 452) 


Limites de funciones reales 


4[6 +28 | 


4 +h)- f(d) 
15. Calcular: o 


fixi= 


dt 
Solución: 
| sa À 
 drhyf+sa disd 
lim GET missas & 
dad E] 
| | 


lim l6+8h+H+4 16+4 0 
E-sh b 


4(6+6) Do db 


3(6+10)[/6 + «6 ) 3(16)(206) E 


+ 


20-(16+8h+ 4º + 4) 20-16-8h-4" —4 
à 2 2 EP RATE! 
a tim 6 +Sh th +62) À DOHA A MO) 
ic h huid Ã 
HIS + A) +48+h) 


ã =[8 + 0) oca: RA É 
“CND + MAD) (DDWZ0) Sib 


16. Calcular: tim Att MAO) 
dh fr 


Solución: 


Sea f(1-2x)=8x2, además: 


|=2w=(r') 

=2x=(7)-| 
|- (x) 
eme 


Que representa a la nueva variable x: 


= Ed) 


ft) e =2(1-=2r4 x') 


Por tanto: 


im fit se 


mi Fr 


f-Ixp= 8x 


Limites de funciones reales 15 


E -2[1=M =D +(=17 


lim h 
2[1+2-2h+1-2h+hº |-2[1+2+1] 
&-sh H 

2 4-4h+h |-2[4] 

bs E 


8-Bh+2h'-8 


17. Calcul im NX +axra ego +(a-by/3-2x-6 
- Calcular: icobiiicam te a rioboe cribco a aids 
ah [a + x — th 


Solución: 
o do +Ia+a + +[a-b)/3-2x-b 
lim nm, = 


did jarx-/x+b 


Ai (era) xp fé +a-b)/3 - 
Es Jarx-Jx+b 


x +(9=b)/3 o. 


E a=x=b+ 


= im la-=b)+ xr +(a-b)/3-x ” 


lim 4208) (a—b) 5 ca ni +(a=D)/3=* 
Ema mino CO daramderi 


Limites de funciones reales 16 


RE ir die 
(Vc Jam 


abas + d2+b) 

ah (a+x-(x+b)) 
co AE ta by'3 -a)(Narx+ dr+b) 
Mo (emb) o 


=lim(la+ x +/x+b) 
(dx +(a-b9/3- «be(Va sa + veeb) 


+ Jim +— 
ai (a+x- TED 
Donde "= 


vo d- by 
|! es * 5) )enfr $'+= |+ rd eo que es la conjugada de la raíz 
cúbica, luego: 


= lim[ Ja +x + x+h] 
(0º e(a-bp/3-0 (Var dr+b) 
Mo ab o 


a=hb)lda+x +r4b 
E lim( n/a + x +alrab)+ lim em a 


= limf la + a ++ | 
(Va +x+2+b] 


+ lim 


«(ETR + SET) 


Limites de funciones reales 


Ca) 


EAST] 


«(HER (2/b+x] 


(flo j efe) 


2h+ x 
«(mega 


=(2Vbrx)+ 


CC Q 
E Dl 
= XIX = 2 


ai CNb+x(1.9x) 


18. Calcular: h im 


Solución: 


in Td Vr=2 = é K= 

ot lg yBx-2 

dx-2Nx+ Be dr-2 
Jd= xy Ix=2 


= lim 


alii Wle= 2 (+ D+ Vx-2 


dd=ryix=? 


ES a Prep) 
vm ya- aNdx=2 


= lim iii 2" (x+2]+ = 
ron] - E - = 


HE 2] 


um - 
mt (6-2 2) 


—— e mto jo 


(t6- x(àx = 21) 


(r-2(4+xVdr=2) 
hm - - 


Limites de funciones reales Bo 


Factorizando el denominador de la raíz cúbica por Ruffini: 


(u-2)4+x/3x-2] [422032-2) 3-2) — 
=llm—————— DL =1 h 
Ae 2)(30 +dr+8) Dad (30 +4x+8) +4x+8) 


- 1 4+2/K 2)- E 
2h HAS E Ea 12+ 


13 Jg” + dx+k - 


ES 


19. Calcular: E 


Solución: 


(Ux - afalioo +UDr3 +9)(VEx +3) x+3) 
lim + —— === 
“E (NBe =3) (x +3)[q(9x) +48x309) 


(9x=27)( 43x +3] 

= NM çõ 
ge-o)fflon) Br 349] 
E F(x-3)(V3r 37+3) 


 a(a- falo) +r3+9) 


M3+3) Z(8) 


2 
á 3 


(94909) 3(9) | 
1 

x +4/x-3-9 

Solución: 19 -x/dr-3 


cl adix=3-9 
lim = = 
o adar=S 


20. Calcular: lim 
+ 


Limites de funciones reales EFE 


=lim E (9d fu=3)(n+3pa dos 
O UQ-xddx-s o 49-xddr-3 


(6-3) (+ 3jadx=3 . 


E o JO-xddr=3 
W3((45=3) (e3)+1) 
= Jim ! us = 
iv do-xddx—3 
Tim ED | alt essa 
im ds] fim (UV 3) (x+3) Hj 


jo 


(4—3)[9+ 2d 3). 


ELE 


(81-47/+30) 


Jr- 3)[9+ 2,de 3 dx—3 ] 
| (ar ao -s1) 


5 


por Ruffini 


dor -3w —8l=dry -3w +0x-8] 


4-3 0 81 
iz 27 81 


= 4x -3y =Bl=(x-3)[40 +9x+27] 


Limites de funciones reales EE 


(x-3)(9+x,/4x-3) . 


-(-3)(4 +90 +27) 


= lim Gexdr-a 9+3(3) | 
K q)—-——— =. —— — 
ro (40 +90+27) )-(36+27+27) 


RJ u 
-(90) Não Vão Ns 


21. Calcular: lim 
val a 


Solución: 
lim l=42x=3 ho 
io do-d2r—3 


“E fa-Jo-V2x=3)[1+2x-3) | 


- m— Ee 
fa) V5) 


a (1-2x+ [++ nb +fjo-v23) ) 


= lim 


e (8-9+ VE 3) (1+ V5:-3) 
42-0[ ae p= 29-13 + Jo-E3) ] 


e M(2-x)A(W2x=3+1) 
a 2(x-2)(1+42x=3) 


Eeunde ; 
A= [+ 2J9-2x-3 + (923) ] 
luego, 


Limites de funciones reales EE 


di -Mx=2)4.(N2x-3+1) 


ssalojpra(z) 
Ê : . 


-| 2 
by! =] 
22. Calcular: lim 
“fe 1) + e Ti 
Solución: 
à =] x=D +x+1 
im q +) 


— 1 =lim = = 
O E RS E eU (t+[x=1) 

| fe) +20+1] ; pé ++] [É +1+1]) 
Cen peiQoepe=) o (refe) (uefa) 


23. Calcul im ária x 
alcular: TT E— | 
1- +5 Nx-1-1, 


Solución: 

d= ga, 
lim z 

Si ME Es x +5 A T-— ge-1-1 


pr À 
cala di +s) gx 


ES cio (==) 
RE Vl +5) ce (gx-1-1) 


1 
Desarrollando por partes el producto de límites: 


Parte A: 
Em (4- e )[3-vr+5) 
(= es)fae does) 


Limites de funciones reales E 


te (4-0 )3+ be +5) gi (4-xº Jpeves) 
—fo-r+s)) = +5)| ma (9-xº-5) 
=lim(3+ 07 +5)=[3+ 2 +5)=(303)=6 


Parte B: 
ER sli 
Re 1) 


(ato En A o Eh 


CM ee ee om) 
(= ele ele +. 1) 


(ao a RR] 
E (do ed ef” +01) . 


EP a +) m 


(orador rm) * 


| 


Por último multiplicando A y B: 


Ts) 
3-2 +5 x-1-1 
en 


dr -Ix+2 


24. Calcular: lim 


Limites de funciones reales 


Solución: 


Vicxeda63-2 SED a dE 
“ ai TT — ———— 


“At-I+2 


lim 


q=l a Ee -“Jx+2 


ev = i-2 
É = +lim E SA 


xr - eres E EE =3r+2 


factorizando por aspa simple, 


x -Iw+2=(x-2)[x-1) 


drtã=? 


ts —— nm 


E É ue si 4) 
E O E =) (/805+2) x+3+2 il 
= him mL + lim fra - 
=) E DRDS?) 


> é + 1 (1-1) edi: | 


=| RR LUNA | 


| | 
Ad = time l+0=l 
Pa Wc) (2+2) 2º 4 


; Yx+ -3he+1+2 
25. Calcular: lim l+. 


+ era qa+l-2 


Limites de funciones reales EEE 


Solución: 


lim RREO tu SE a 


Dividiendo entre "x" al numerador, como al denominador y asociando, 


es 1-1 MA Va+l- 1) 


= lim x = 
' FERIR gar 
x x 


multiplicando las conjugadas para: 

(dlx+1-1) es (cen eve five) +..01) 
(Wx+1-1) es [ale] + d+) egffx+) +. +1) 
(aferT=1) es (fl emfocen e qe nt + o) 
talque, 

(di =1)fqlaet) + dee e ei)=(es-)=a 
(dee i= falei) eq) e ei)=(es1-1)=2 


Haciendo 

(e ri=1)es (afro) qe) e etj=(e+t=)=x 
(erT=1)es [aee exe ss )=(ret-1)=» 
As (five qi eo) 

B=[qlxei) eqfive) ee) 


Limites de funciones reales ES 


C=[beri) eqle+ j ++) 
D=[5 CRS + (a Jó +41) 


entonces, 


(e+i-ijA 3(42+1-1).8 
es fiii x ] x.8 = 
fi “ (Meri-o (Ner-1)D 


xe xO 
x Ma) 13 
= lim? 28 = lim dB = 
RD Ei p= 1 


+ + 
XE xD CD 


luego, llevando al límite x—0 
ago qo +) +e)=s 
ago) egos) +..+1)=6 
c=[glor) elos)" +.s1)=18 
p=(nJlo+ 1" ator" ++ 1)=25 


| 
a pa 2=5 = 
SD MM 15 
ESLTLOS a 4 43 


1825 18/25 (25)I8) (549) 
É q 


26. Calcular: lim do +3x 3x] 


res nhE 


Solución: 


Limites de funciones reales FE 


de +37 3x 


ne 
NLSE =M(Vx) +35 a [dx - 4) 


ESTAR MU) +37 Er Ta 


q (UE (er) (de + de) À 
E 1] (Es ade) (Neri) 


(efe + Ux +) RED; E) a. 


Ea, : 
o (w= mi(VE +) (IP (2) = 
p) 
27. Si tim St? 2h =8 y lim, q tás (E 
= j-ly=) x =4 


) [X 
Calcular lina A 
= prio | 


Solución: 
Si Him ARE «8, luego: 
Ix-2 


Sae lim fix) 


a (V537 3) 3) lim (Ex =? jo 
= lim fl4+2)=8lim [2x 2) 


[x + 2 

Si im ELO =3, ego 
n—+—2 x -=t 

im 867, dm (+ 


mit mà 
ei(gi-d)o tim [2º 4) 
= lim glr+2)=3lim [xº =4) 


Se sabe que si el nuevo x= x +2 =>x-2=x, así que 
X>-2>X+2>0 


además, 
im St:+21=8 lim (2% =2) = lim ft 


lim glx+2)= Him fr - 4] = lim gix) 


Limites de funciones reales 


luego, 


mile) «Mia fd Sem [2x 2) 


Lda mm Lã 


Uia lim glxh : Mim (o - 4) 


so EE=2) 8 (EE=2NER+2) 


=- fin —— —————— 
ret (m-4) 3 ER 2) 2+2)[ Ze 2) 
8, (=2x-4) 
=2)(x+2) Ir + 3) 
Er =2(4+2) 
Ee 2)(0+ [3 +23) 
o | . =P 


e 


8 = E | 
3 (2-2) aZua à 
28. su filrjnd-s y glx+1j=2"-x calcular 
Solución: 
(Leg) )=1[e(x+)]="-2 
=gix+1)=2 
=x -x-T=(x=Wx+ 
como g(x+lj=0"-=r=a(x-1), 
entonces g(x)=(x—1dx—2) 
= ela)=(u=1)(1=2)= -30+2 
luego. 
(eo Ux+2)=n[0+2)]=2"-3x+2 
=[(x+2)] =3[f(x+2)]+2 
si f(x+2]=x,=> 


(ge fx+2)=="-3w+2=(x-2Wx-1) 


Limites de funciones reales HER 


entonces, 


[Feglfx+] jx=2Hx+1) 3... 
lim =—————— =lim— = E EE 
mijpofix+2) m(x=IKr=1) | 


1.6 Limites laterales o unilaterales 
Cuando se resuelve !im Fix), el problema se reduce a encontrar el número L, al 
cual se aproximan los valores de f(x) cuando x tiende hacia a, tanto para valores menores 
que a(por la izquierda de a), como para valores mayores que a (por la derecha de a). 
1.6.1 Límite por la derecha 


Se dice que lim Moxj= Ls; y solo si para cada £>0 existe 5>0 tal que si bO<x-a<ô 


entonces If(x)-Ll<e, L es el límite por la derecha de f(x) en a. 


Se tiene que indicar, no hay valor absoluto alrededor de x-a, puesto que x-a es 
mayor que cero, puesto que x>a. 
1.6.2 Límite por la izquierda 
Se dice que lim fix MF si y solo si para cada 2>0 existe 5>0 tal que si O<a-x<ô 


entonces If(x)-M I<e, M es el límite por la izquierda de f(x) en a. 


Sea f(x) una función definida en un intervalo | c R tal que ael. 


Limites de funciones reales RES 


si lim fx)=L y lim f(x) = M entonces L=M. 

Teorema 1.6.1: Sea f una función definida en el intervalo !| c R tal que ael 
Him fab de hm flop Ey lim fixi= que indica el límite de una función existe si y 
solo si existen los límites laterales y estos son iguales. 


1.7 Calculo de límites laterales 


Hallar el límite indicado si existe de: 


T+|] =] 


1.Si: Firi= : “, hallar 
4 

À Jim f(x) 

[TR lim fix) 


Solución: 
i. Para que el límite exista se tiene que cumplir: 


lim f(x)= lim flxi= lim fix) 


Definiendo la función valor absoluto, 


| =x «sil-220 | I-x,sixs] 
Il — x] = = 
| |=(1-x).sil=x<0 "| =(I-x),six>] 


de la definición de valor absoluto, se puede determinar que el límite se encuentra 
dentro de 1-x, si x <1, es donde se encuentra incluido el cero. 


a) Para los valores mayores o superiores a "0" 
m+|-=% 1 
lim Fixi= lim - =-=| 
q + E | 
b) Para los valores menores o inferiores a "0" 
MR tl=€..] 


lim f(x)= lim —>—— =—-= 
Ea ql XxX" + | | 


Por consiguiente, de a). y b). lim f(x)= existe 


ii. Deigualformaque la primer parte debe cumplir: him Fx) => lim flxj= lim fix) 


pero, aquí cambia las cosas, porque el punto de tendencia, aproximación o 


convergencia es "1", y no se encuentra en un solo dominio, como se puede apreciar: 


Limites de funciones reales FER 


| =x .sil-x>0 | |-x, si x£] 


À=4 ==, À 
e |-(I-x).sil-x<0  |+(1-2),six=>] 


a) Para valores mayores a "1", será de la forma -(1-x), porque x>1 


. co y1-x) x-l+* co gx=]o Mly-=1 1 
bm fx) = lim —— = Jim —— = = lim —— = — — 
eso 4] att 1 4] era] o UPal 2 


b) Para valores menores a "1", será de la forma 1-x, porque x<1 


E ; . I- | 
lim Px lia ÉS A 


7 | x 4] Es 
Por consiguiente, de a). y b). lim Fx) =| existe 


2. si Fxj=: sa hallar lim fx) 


Solución: 
a) Considerando los valores superiores a 2(x>2), corresponde el límite 


lim f(x)= lim&-2x=8-22]=4 


+" pet” 


b) Considerando los valores inferiores a 2(x<2), corresponde el límite 


lim Fixj= lim = (yr =d 


Por consiguiente, de a). y b). lim fixi=4 existe. 


Limites de funciones reales ENS 


J+r sxe= 
3. Si: Flxi=4 cn r=-2 failar lim, xl 
PR sr>—2 
Solución: 
Haciendo de forma más directa: 


aj lim N=ê =ll=(=2) =7 


T+ =] 


bj lim 34x =34(-2y =7 


ds =] 


Por consiguiente, de a). y b). lim, Ha)=7 existe. 


Limites de funciones reales 


W-27' -5x+6 
> x<3 
as: Sltd= E 
[EE 1 E 
nn st x2d 
r+? 


Solución: 


De igual forma de forma directa: 


Ver 4341-101 


a. hm fixi= lim 
E] id p= 1" x+3 A+3 EO 


o dm 

k o =x -5x+6 

Db. nim fm hit === 
md n-al x=3 


factorizando el numerador 


= =52+46 0 (x=Iyr =x=6) 
=lim————— = lim —————— = 
T=+E x—3 p=] £—3 
= fin [x dx-IMx+2) A 
val x=3 


= limirx-lx+2=(1—-103+2)=0 


ralar lim fix) 


Por consiguiente, de a). y b). como son diferentes lim fixi= 4 no existe 


Limites de funciones reales FE 


— cas qsixz5 
] = == ; ; 
5. Si Elxl=: é hallar lim pgix) 
x -|2x +35 : di 
—————— ,six<ô 
q=5 
Solución: 


| =li x-5 =| (ele x—d] - 
E de= es fi fr=d)fioe=d) 


(x-s(ledx-4) : Le-5)[l+ rd] 
>>> - jm — 
[E-(e=4)]) es! -(x-5] 


= lim =[1 efx=d)==[1. [5-4 )e-2 


= Jim 


Ita 4 1 4) a 
bh lim Ra lim E =[22+35 lim Le=SHr=7) 


K= pas K=á 


= limiy=-T|=5-T==2 


Por consiguiente, de a). y b). como son iguales lim glx)==2 existe 
El 


6. Si: h(x)=+6 x=2 Pratica lim (x) 
2x) -x-3 ,x>2 
Solución: 


Limites de funciones reales 


aj lim (x) lim dr -=p==3 


bh lim (ay= lim 6x" =3 


Por consiguiente, de a). y b). como son iguales lim h [r|=3 existe 
=x ,x5] 
7.si: Mix)=+] bzxs2 dallar umfilx) v lim dx) 


Solución: 
ii Determinando cuando x>1 
aj lim hjxi= lim =] 

PO hd e 


b) lim itxy= lim] =x =I-(If =0 


Por consiguiente, de a). y b). como son diferentes lim Hx) 2 no existe 
= 


ii. Determinando cuando x>2 
a) lim hix)= lim |x -Y=|[2-3=|-1|=1 
bj lim hix)= liml=l 

p=? p=! 


Por consiguiente, de a). y b). como son iguales !imifilxi - | existe. 


Limites de funciones reales FE 


En los siguientes ejercicios hallar el límite indicado, si existe caso contrario justificar 
su respuesta: 


8. Hallar: lim Narl-Vx-1 dx=1) [x 1x1 dx=1) 
CI IA Ax-IKx+) ) 


Solución: 


E, 


[3x =3+4+YGx-] ) Maxx +) | 


Realizando el cambio de variable, previamente el mínimo común de los radicales 
(2,9,36) es: 
mecmk2,9,36)=36 


además, este valor (36), pasa a ser el exponente de la nueva variable "y" x-1=yºº 


además x=y*º+1, entonces, 


asi, si x—1* entonces x-1*>0*, es decir y>0* 


Limites de funciones reales 36 


Luego: 


vo [e 


Wx=]=Yx- a 
= lim|————p= || T—— |= 
Eai” Ma Iz+ += ql Ix+1) 


ET 4 


f 
da So 
e [3y d Em +2)+1)) 


a 


Multiplicando por su conjugada, al numerador del segundo producto del límite, se 
tendrá la siguiente relación: 


lim PRA (ce é a | 
| (37 (94 +2]+1) | 


| tes 


paia) PS 


= ig] =") | 
prt) 


Llevando al límite: 


Limites de funciones reales 


Ff 


(1-0) | 
or o" “o 


(Not), NEze +] eo” je) V0* +2 


Pp = RR A A RR 
RREO (e 


ta) 


9. Hallar: lim O Ti — —— 
p=] O qx” | 
Solución: 


ig SETA nim [ Va 1 + jo 

ra dx=1)(2+1) | da=ldr+ o Vx+1 | 
(x=1[r-1) ne sê 

| (e 1)[x=1 (Ve) Sei) 8? 

10. Hallar: tim, Jil+ [3x] + 

Solución: 

tim, Jal +Brj+4 = 


Determinando los dominios de las funciones 


«sixz0 

bd= | 
=x, six<0 

[=] =H,H0HEXx<H+ 1, para nuestro caso especial cuando, 


F= [3x] =n,nSIx<n+] 


n+1 


r=[32]-=n J Ex< 


Apoyado de esta última relación: 


Limites de funciones reales 


3 ra 

E! 

4 &] 
sai 

Bxl= 5 A 
== 

À À 

Db. q 

BE xE— 

4 É! 


BN 
Determinando cuando «x =| = | superiormente e inferiormente: 
LI 


a) lim Jul+[3x]+4 E lim gx+5i+d = 


b) lim.) 3/+[3x]+4 = lim qx+4+4 = 


| t 


ep 29 
= im JxtÃ= [5º m Es 


q 


Por consiguiente, de a). y b. como son diferentes lim Jx! +[3x]+4 


n—+— 


existe). 


11. Hallar: lim, Vbr] +[Bx|+4 


Solución: 
11. | x,siz20 
Ciados: br = 


tr six<o 
[r]- unHExEn+] 


n+1 
3 


F =[]=n5s"< 


Del problema anterior: 


Limites de funciones reales 


É (no 


Los valores para (5/2) se encuentra en 25% 


a) lim dul+[Brj+s = lim vx+6+d 


“TS me ps 
[5 is o 5 
= hm a radadad 7 =— 
= É Ji 


b) lim Frpga = lim Jx+6+d= 


1 1 
E 5 5 
= lim ,|=+10 = [— = 
12 2 B 
E Ra. 5 
Por consiguiente, de a). y b). como son iguales lim .Jx + [3x]+4 = “E existe 
; E 


12. Hallar: lim + x | 


Solución: 
Si: [xl=n,n<x<n+1, para nuestro caso especial cuando tiende a “0” las convergencias 


por la derecha e izquierda, será: 


six>b=>r >0=>Hg>9 
segun definido mavor entero =>929+x <10 
si X = b=-Icre0=sl>mr: >) 


segun definido mayor entero >95x 4+9<]0 


además: 
[9+x2]=9 


luego: 


a) lim fox] wi = limad=3 
ro 


b) him 4] Je - x] = him Ja =1 


Limites de funciones reales EE 


cc xr-r +] 
al cu = 
mia = 


Solución: 
De acuerdo a la definición de valor absoluto: 
| x-1L,stx-120 | x-Losixzl 


lw=[|=+ |= 
ii | |=(x=), six=1<0 |=x+ 1, six<l 


determinando cuando x—1 (x converge a 1) 


x =" + dy=3 
lim————— = 
s—+ [x || 


s e ly—1 ni nd Er 
à) fim" TO tim (EIN + (4 
noi" z=l vai sl 
2 aj dm À . z 
b) tim A 8 +2cê qm lote + 4 
eo =y4] ar 
igui x -x +ix-3 
Por consiguiente, de a). y b). como son diferentes mo - 
1" IX = 
existe). | | 


cr = +32-3 
14. Hallar: Jim | 
e RR 


Solución: 


sê dy dl (+39) iria 
lim ES +32 pm (OO +) mz so 
nd V= nr» x=-1 T+] | 


De acuerdo a la definición de valor absoluto: 


Lia | +33 ,six+320 
| +3] 


[po +33, six +3<0 


e 243 | +43 six e-3 
na pn Ala 1 = 4 
J+x0+3), six <-3 


Limites de funciones reales o 


Determinando, cuando x—1 (x converge a 1), que se encuentra en el primer 


intervalo, por tanto: 


E «1º +3) 


ext sda e 4 
tra] x=-] 


á x 
a) lim) 
nal" X- 


Az =” a 
mo x=l) 


ix! =x" +3x=3 
Por consiguiente, de a). y b). como son iguales RS 


= (existe). 


hesite prsne+ A =) Pe] 


= 
, 


o p=Ix=-dy+8 
15. Hallar: Fipe eis 


Solución: 


o T=dr =dx+8 
lim=—————— > — = 
em |r=7] 


Limites de funciones reales 2 


4 civmd 
K=2,nix2) 
x =" j - 
-[7=2), ixo) 
: 2x -dx+8 . (x-2Kx'-4) 
a) lim —— = | = 
E=+) = T+) A 


v-2r -—dy TI 
bj lim x 2x Rx Ls +5 = lim id a - 
-(x-2 assa =[x= 2) 


p= ) Eu 


Por consiguiente; de a). y b). como son iguales 
h d 
. x -—lx —dr+8 
lim 
A 


= (| existe. 


16. Hallar: 


Solución: 


ape +il+|n+2]-2 
lim = 
: [3x+2] 


n=2yl 
De acuerdo a la definición de valor absoluto: 
| x+2 ,six+220 
|jr+2|= 
|=x+2), six+2<0 
[x+2 gixe= 
AN 
= += 
|(x+2), six<=2 


Y de los mayores enteros 


[x +1]- 


Limites de funciones reales EE 


| : | 
[3x+2]=;7 Tsâ+ric8 =47 S5igc6 = 
já 653r+2<47 6 dsiras 


o Ma jrx+2=2 
fim "== 
1 no b 


17. Hallar: lim, [r - Sgn(|r” - | - 1)| 


T=adi 


Solución: 


Definiendo previamente 


” «sibé I|-i<0be-i<i 
ia O si -1]-1=0=[e -1)=] 


Losi be -i)-1>0 e -1]>1 


1 
=| O ,six-l=] 
| Losi pe =oju(r=<=1) 


—1 scr <2 
=1 O ,six =2 


Losi [x > 2)jv(x <0) 


-| ,s0ex<I? 
O ,six=2 


| Es je 2)v(x = 0) 


Limites de funciones reales EE 


E si-v2<r< 
=| 0 ,six=-J2vx=v2 
| E (x>2)v(x<—2) 


Ahora en el límite está en la tercera condición (1): 


e, [x — Saír - | - 1)| - 
mi, [e I| [(02) ] =] 


18. Hallar: am. E = SE (pr — | —- )| 


1 


Solución: 


De acuerdo a la definición de función signo: 


E si-D<r< 
Sen(je-M=N)= 0 csizm- fm Sê 
| si (x>2]v[x<-2) 


determinando cuando x— 2 por la izquierda. 


lim. E - Sen ix” | E 1)| ã 
o E ' " 


- lim [x*-1]=(N2) —(1)=3 


a [5 


18. Hal: lim[ 3x4 Semp? 1-1) 


Solución: 


De acuerdo a la definición de función signo: 
st-dl<xed? 

0 ,six=—vx=2 

[RR [x > Dur « -/2 | 


Sen -| -1J=: 


Luego, 


Limites de funciones reales ES 


existe. 


a) lim [3r+Sgn(pe - [-1)| = lim (3x=1]=—1 


b) lim | 30+ Sigo (px? -1- 1) |= lim (3º=1)=- 


Por consiguiente; de a). y b). como son iguales lim[3x + Sgn(|e — | E )| = =] 
Til 


20. Hallar: tim [x +5+Sgn([ = 1-1 || 
Solución: 


Del problema 17 


| si-d2<r<) 
Sen[p —1-1)=: O ,six=-VIvr=2 
| (x>2)v(x « 2] 


a) lim [x/+5-1]=] (Bj es-1]=6 


i. 
+ E 


bj lim [e +sei]=[(N2)+5+1|- 
CR] . 
Por consiguiente; de a. y b. por ser diferentes 


lim, [o +5 psi -11-1)] — 


21. Hallar: mea d+ Er 


Solución: 


mata 


De acuerdo a la definición de la función mayor entero: 


Limites de funciones reales EO 


Tl=42 22lcj =12 6<r09 , 
3 E | 
E dxrch 
1 
| lsg-<2 
E 
| | E 
[2=]=;12 lisx=<]3 =412 65 ta 
WI disir<i2 
À 1. 
HI 5 51<6 


Determinando, cuando x—6 (x converge a 6), por la derecha e izquierda: 


Sl 
E — “ 
2a [ 
a] hr = = lim Et -— É) = 7 


E 
cstfoxj+io «s"i2+10 22 TD) 


eli) 

E z : a 

bj lim = lim = I a 
eso [Ex |HiO e TI+0 2] 


: 5] 
T 


4 ) : 
Por consiguiente, de a). y b). como son diferentes tim [2x] eli à (no existe). 


12-] 
ã 
22. Hallar: liga 


- Paejto 


Solución: 
[5 
IES E TR 


De acuerdo a la definición de la función mayor entero: 


- Di se encuentra en este 


: ” " antervalos 
El- 1 ds 7<2 =| 3Sxe06/ 
0 Dzx<3 


Limites de funciones reales 


| se encuentra em este 
ni As <2 T.-sxo intervalo 


MDz3x<l 


Determinando, cuando x —+ : (x converge a 1/6), por la derecha e izquierda: 


fi] | DIZ 6 
“Br]-10 À 20 : 


a) lim, = = 
gr =10 [O 
E) 
é Re “+ A 
bj lim aa o Rm, La EEE. 
es pBaJ-lo ,osto-to O 5 


1? | ES 


b 
Por consiguiente, de a). y b). como son iguales mM d- 2 E T = (existe). 


o y-2+38D-r+2d2x-| +67 -6 
23.Halar: lim>"""" "210 DTD TD 
x 1 


Solución: 

lim 54 2-2 +H2-x +2/2x- |+ 6x so 
mi SE “OS 
r-s| w-x 


Aumentando 5 y quitando 5, y asociando términos: 


sr-2+5+HÊ-x -3+2/2x-=1-2+67 -6 


Elim 
ras E =5 

| s(4x-2 1)+3(40-x —1)+2(42x=1-1) +6(x'-1) 
Hã : = E 
p-+] nix) 


distribuyendo límites: 


s(47=3 41)  a(8=r 1) 


=lim——————+> +lim—————— 
= aix= 1) dc] ajx=1) 
2(W2x-1-1) 6/21) 
+ lim —— a ra 
m=+I” atx—l) | É 


propiedad de límite por una constante 


Limites de funciones reales KER 


(Ja=2+1) (2-2) 


= 5 lim - - E 
ral aix= 1 ss Mix=I) 
1) 
[V2x-1-1) (x -1) 
+ 2 lim ———— = + Alim >—— = 
ui alx=) = AjX =) 


g? 
| [E 


resolviendo por separado A, B, C, D: 


i) Parte A: 
(E +1) 
dim 5 lim 
ph x(x=1) 
multiplicando por su conjugada, utilizando la siguiente propiedad algebraica: 


(a+bda' =a'be ab -ab +b=(a 4h). 
[4fx=2 +1ja 


d=5lim 
sa M(X-IJA 


Donde 
a=[qMx-2 (xy e dlx-2y -qlx=2)+1) 
entonces, 
[ilx-2 + 1)A 

Aa á lim desafia 

raro xpx=IJA 

na E 

PRE q eotat had) ERSCUNIRA É! 

148 x|x- já sao xfx pA 


salvando la indeterminación 


= Slim | 


E a 1 1ds ] “ 
EH a(qlx-2) =x) +lx-27 —Qla=2)+1) 
llevando al límite 


| 
A=5—————————————— 
(AD D+1) 


e] 
5 


Limites de funciones reales KER 


ii) Parte B: 


Multiplicando por su conjugada, utilizando: 


to+bio' +ab+b'j=(o!-=h': 


EERE AJÃ=7 +J2-x+1) 
B=3lim E ds 
eat a=D[ÃZ=2) +42-2+1 


fulto x) | 
É = IM — = —— 
ii ue n[q(2-2) +42-2+1) 


|-* 
E =3lim Led, 


salvando la indeterminación, cancelando términos semejantes 


= if z ce =x) z Es 
B=3lim——=—5—— 
CE a(Ã==) + 2-=+1) 


llevando al límite: 


sa ee 
(++) 


B = 


iii) Parte C: 


[42x-1-1) 
C=2lim 
r-al gjx—l 


multiplicando por su conjugada como los casos anteriores: 


Limites de funciones reales 50 


a ET) ) eso) 


E AE | 
mer gia- DREAM =1+1) asi” ua n(2x- ae ( Ex +1) 
A A (e DES | 
E=4 Ir Pr [2x- E+1] =" xiz- 1H W2x- 1+1) 
=2h - DA SR 
y are e (J-1+1) “+ 
iv) Parte D: 


pa btim (ED sum (= Me + 
ss xtr=d) a ax=1) 


] 1+1| 
D = 6 lim CD gt 
ao 


1=+1 


Remplazando en la ecuación (1), tendremos el siguiente resultado: 


ia Six 5x2 +M 02-24 x+242x-] Ler! -b 


poal nº =7 
[|] 


=] e(=1)+2+]2=]4 
5u+2 =4=2x+W2+1x=2/=|=2x 45243 


24. Hallar: lim E 
1=+=] x =x 


Solución: 
im SU 2 ALI 2x4 3)D ex Dons xe 3 
te x =X 
é TA [54x+2-5+35 à+ã na is + ia 4+4 
tos x + x x é x 
plata t—-13+3 RE 2+2 RELA 
x + x 4x Err: 
i as, NEI) 
ps x +a x +x 
A ER a AN-I-Zr-) 
' il + x + x + 
Eu 5889) 
= mera lei = 
v+x x +x 


Limites de funciones reales EE 


mm =+21) -1) M(NCI=2s =) Au2+x-1) 
da Cafxel) o n[x+1) x(x+1) 
je =, 
afx+1) a(x+1) 
Sa e. 
+ ape mfalce 2) eqleeaj +. +) 
. 4(=1-2x-1) 
a(ueDfgl-1-220) eql-t-29 +..01) 
3(2+x-1) M-1-2x-1) pdu+S 
Cofee )(VE= = Z+x 40) efe (NEI 2e+1) (21) 
na Sfx+1) 
Ra E a(uenffcea e flseay + 1) 
2: 4=2)Hx+1) 
eee fal [=1=20) +qd=1-2x]' ++) 


3x +1) M-2)(x+1) Rita 


Cale D(VT+r+1) e(x+1)[d-i- +) NENIN 


A 
“er doa] eqieea] +..01) 
(8) 


| «(l == 2x) +ai(=1 - Ex +41) 


3 a) 
CelvZex +) “a(EI=? 2x +1) x 


AR E 2 
“EDS E) ENE) (Ene) 
+-1-|0 3 
E 


25. Hallar: im SE Neat + e 3x 


tu" (x=1) 


Limites de funciones reales 


Solución: 


im VE = feed! aged 


nat (x— 1y 
a tg O e a(o? ame) 
rt (x=1F 
am E) 1) da . 
r- a (x- ty (x=1y 
a (e) 
“(rj (e + dx) (x- HE Je+1) 
| PR Ci! Ji aqu 


am (e + Yes) “(Nai Rá | 
dora dy=? 


26. Hallar: lim 
CR x+] 

Solución: 

lim —————— Be rifa 2 = 

e x41 

o Breda [fr-s Yk+l 
= lim ===“ = lim e jo = | = 
p=-t* (x+1) (x+1)  (x+1) 


m, NBr + E (x+1) 
(re n(DOr x 3) “feno es)) 


27. Hallar: lim 
e=s3 TCE =x 


Limites de funciones reales 


Solución: 


Previamente, definiendo la funciones. Para valor absoluto 
gx xz0 
|x | o Lar ENS 
-x st x <l 
|| =x" (para x —+ 3 por da izquicrda) 
ahora, para la función mayor entero, 
r<I=2sy<3=[x]-= 
así mismo, para la función signo, 
-1.st x-100 [-1,si x<] 
dgnfx—1)=4 0,5! x-1=0=4 Ds! x= 
Lost x-1>0 | losi x>1 


Luego, 


= Him E Ai (3-* == | q DS INS (la +35] lim E 
a = ue | fr) E 345) a VIE 
a lema A Ld lim Jor 
3a (= || x RES c3ã] mr Nr -r 


ci fi tic m | Er 
Er cho Er (9- CNE nã) (I-= FrEPETÕS 

1 Lx- 3 Ber 9)[ (9 = ] o 
Br e-ne=a(de ex) Nro em 
q ão [7 +30+9)[49 E). 
Ro fa Au 37 + 15) Se o 


1 ER =M3p+9)[/9- Po F). | 1 
Ra (3+3)[ 43º +35] E À “do db 


Limites de funciones reales EE 


1.8 Límites al infinito 

En matemáticas el símbolo o se lee infinito y se refiere concretamente a una posición 
dentro de la recta de los números reales, no representa ningún número real. 

Si una variable independiente x está creciendo indefinidamente a través de valores 
positivos, se escribe x>+º (que se lee: x tiende a mas infinito), y si decrece a través de los 


valores negativos se denota como x>-º (que se lee: x tiende a menos infinito). 


Similarmente, cuando una función f(x) crece indefinidamente y toma valores 
positivos cada vez mayores, se escribe f(x)—»+º, y si decrece tomando valores negativos 
escribimos f(x)—-o. : 

Un claro ejemplo de este tratamiento podemos apreciar de la función f6) “+, para 
valores de x positivos muy grandes. Si tomamos x cada vez mayor, f(x) esta cada vez más 
cerca de 0, pero nunca tomará el valor de cero. Si x es suficientemente grande podemos 
conseguir que f(x) se acerque a O tanto como queramos. Decimos que f(x)—»0 cuando 


x—ºº, como se muestra en la siguiente figura. 


100 [ES Ci 
Too TEA 
10 000 | Ix10 
100 000 | 1x0 
1000 00H | Ia 10"? 


Limites de funciones reales LE 


Definición 1.8.1. Sea f:(0+9)>R, una función y Le R, se dice que L es el límite de 
f(x) cuando x tiende a +00, y se escribe: [= lim [ix], sí y sólo sí, dado £>0,3N>0, tal 
quesix>N= | f(x)-L|<e it 

Definición 1.8.2. Sea g:(-0,0)>R, una función y Le R, se dice que L es el límite de 
g(x) cuando x tiende a -co, y se escribe: [= lim ti), sí y sólo sí, dado £>0,3M>o0, tal que 
six<-M= | g(x)-L |<e dia 


Proposición 1.8.1. Sin es un entero positivo cualquiera, entonces 


ij lim Dei) 
ii 

E os 

ii) lim — =0 
Pa 


Proposición 1.8.2. Sean fy g funciones definidas en (a+º0) y (b+00), respectivamente. 
Si lim fix)=L y lim g(x)=M, entonces: 


ih rm [e fixi)=e lim [fixij= cl, ces una constante. 
ii) lim [Mxh+gtr)]= lim f(x) + lim gixp=L+M 
ih lum LH x1,81x)] = Jim Mad. lim glxt=L.M 


f lim Fix) 
| Fix) nro 
tu) lim | 


mg Mzx0 
rec) pix) lim gir) o M 


1.9 Calculo de límites al infinito 


O E 
1. Hallar: lim 


n+2-Br 
Solución: 
dx +2x =5 
E 4 | 
" T +2yr =! Í 
lim —— = lim A E 
patas ro ms RT e Do a É 
e 
5: 5 
Ga == | 
= lim Adoos =-- 
se | 3 : -E q 
: bo E 
E cã 


Limites de funciones reales PE 


dx +d 


x+Vz 


2. Hallar: lim 


Solución: 
Ex+ã 341 14 
E + j . : 
lim = lim = hm To. = lim Ls = 2 
[a wa dy cre + Aly ia 3fe gado | 
x Jr IE 


[3-2 x'-dy 
3. Hallar: lim + 
Solución: 


(ES a 


2r+lo x-3 | =] (2x+1) (xº-4x) 


(3x -2)x-3) | 0 [(30-2)(x-3) 


i 
=lim|—— + slim —U o Lol= 
1-2 2x +1)[x - dx) n-se 2x+1) [o — dx) 

4 x a x 


4. Hallar: lim sa 
echo (5 +2) 


Solución: 
E VERSA) 
ceifa dede +23) ce d(3- do )(Vx 42) 


Limites de funciones reales 


5. Hallar: lim +===";====5==——=» 
E er 


Solución: 


6. Hallar: lim (dr -Sx+6 =x] 


Solución: 


tória | (Nº ser 6-x)[d-Sr+6+5) 
tim [dxº-5r+6-x)= = lim CC WE) [E =sx=6+5) E 


x -Sr+b-r -“x+b 
= lim a = lim s = 
el 2 srs 4x SEE a Ferro 


Limites de funciones reales 58 


=D + db 4º 
na) dg -&xsbh+r "TS dn+6 x A 


7. Hallar: im (3/x+ VD — la= 2x) 


Solución: 

tim (s/x+ 2x — dx | = 

" [dice Er = tn, 
Oda À 
ee) 


(ev -=evE) 
od) 


a ES 
À Erica =) 


NX E ) 
EE] 


= lim —== "= 


Limites de funciones reales [59 


ad E 


: ts 
rt 
(242) (22) E 


“(EEE A 


8. Hallar: im (x) 


Solución: 
lim (x+=")= 
| +=) + AI "| 
= - 
É E E 


Limites de funciones reales 


= lim ; — 
E -ayl=r' eQ(i=2") 
x 
| 
= lim x = 
T-t+r 1 r 1 
= xyl-x' A (I-* ) 
a x x 
| 
5 
= lim A = 
T+ 


Limites de funciones reales 


Solución: 


Sabiendo que la suma de los n-términos es: 


aja=li 
l+2+34+ lo bi À 
2 
Luego 
I+2+3+...+0 anur= 1) 
hum - kt 
cê "1 ros E | 
. mjm=l) Lis I 
= lim =—| — |= lim ; | - + | 88 
Zum ) rmda mn) 2 
P+E+F ++ 
10. Hallar; Jim ===... 
Prareçare 
Solución: 


Sabiendo que la suma de los n-términos cuadráticos es: 


vo mjn+yin+]) 
" 


E 
Es 
Luego 
Pra + co mun +NZn+l 
lim - lim E 
rom n aca nm Fur 
Emnja+ | 2n+11 Laj +14 Zn+1 
= tim ——| — | je lim — |= 
a nl H bu mn Mo mi) 
] Lj Ii & 1 
lim | E | 24 | 
rei ml ni 6 2 
Ex + x 
11. Hallar el mayor valor de c de modo que tim mm Sea finito y calcular el 
E DR ET 
límite. x + 
Solución: 
nal f Ú 
CA 2x x k 2| 
: , x ] 
lim =E==— = lim 
PE Mir + Tx +] 


o ais A ; 
Para llevar al límite se debe tratar de obtener la relación — que será cero cuando 
XxX 


xo, luego: 


Limites de funciones reales 62 


. ' go | a 
x [E+2 +2 cê Ra +2 
Y x ix 


lim —===+ = lim —==== = 
T=rrãr dy +I N-=p +] Pa +| 
x 
E Ee. é 
E 
o fix +l 
: 
X 


XxX é a 
De donde dentro del límite se tiene la relación = entonces, si asumimos que 


x 
E= 


EonvanEnia es que c=1, así se tendrá: 


A % 
x | 1 “31 
cx + dr fik. 5 
lim lim — =——= 
E em 30 +1 Eb am a [3 
E 


e wx -=27 +14%x'+4] 
12. Hallar lim =—=========———=— 


+ o sor +2-4x +x+] 


Solución: 


na 
1 


x +41 
tj ===> == 


no por + D Do sra 


= [it —=>>=—= 


ad E A pe +1+] 
Je 


det 2 +41 k qu'+] 
lim = qe — da! ("| 
e dx +24] 


Je de 


luego: 


d => E , es decir para los valores c>2, se tendría una indeterminación, por lo que lo 


Limites de funciones reales Rs 


l Mk 


) eia 2 7 
do mninado tn para 4 PrleWi ri 


1 Hrg [1] : 
dr =] =x =y = para de sb 42 
os 
de mo E a É ida = 4x” para dr +14] =Wjo +x+1) 
Por tanto 
- As IP 
de= 20" +14, lx +1) 
E) fr q 
(*]= lim À E == 
[+ +HE T T E 
1 +6x'+2 (x +x+1] 
d di 4 Bh [43 


13. Hallar Jim dx" + xd +5 


Solución: 
lim dr tr=dr +ão 


Limites de funciones reales EEE 


ai (es) | 
“(le eredr os) 


(esses) 


gesso) 


gi +p-p=5 
= ea oa! 


E as 


JE dim ==" 


ES ES] 


t—5 


Ni, — pe pre 


14. Hallar tim 


Solución: 


Utilizando la conjugada cubica directamente se tiene la siguiente relación: 


Limites de funciones reales E 


Eme] 497 


e lim =— 


Fo! 


donde: 
4 pr edatet as pi | RF, Re PER IE) ur) 
3 ota! Re - x) E 


Fa) 
427! fe Pu 


= tim 


eo (4) 


— Jim ———— 


Sr 


Previamente: 


x* +44 27x! + fe | 
(5) 
E PAL LA a +A 


Je 


ae 


E poça 
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" 
A a dd 
quado | 


4 23x) + dr 


x 


reemplazando, en (*) 
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do (+ 3 
15. Hallar lim (4) eae +) 


Solución: 


Adicionando y sustraendo una variable X, y resolviendo por separado los límites: 


lim (q a | -x)+( x 8 41 +x)= 
== f 


= lim Abe +=a)+ lim (ale! =x ++ x|=(") 


Resolviendo la primera parte, multiplicando con su conjugada cúbica: 
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1) 
(Ne == +1) ) = 
d=limj|——— > DL = 


(21) ex(do== aire 


=3º 4] 


ais | 
1 
(q E +1) +x(4 w' =x” +)r 
q 
E 


=] 4 l 
fm hm - >» > — 
[ut] [EE 
x x 


E |-11 


' ar À X q 
(5) (=) 
Ra x x x E 


Resolviendo ahora la segunda parte, multiplicando con su conjugada de quinto 


MN 
EI 


EFA 
> 


orden: 


(22) +2 | 
NESSA) de=) ma(ir al) é (Netal ate! oa! 
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7 2 ] F E 
p-. sf f 1 Fa 
| Se [dx =x! + z, fre] | x ER +bjx x 
=| ;") ; 
x | T É x | x x E x" 
o 4 j E 4 À 


j 
e) 


Finalmente operando las parte A y B: 


E-b—E =.—0 1 


"= lim RE — x e lim [x —Y sl ea)= 


d EO. 


pe 
16. Hallar lim esaf] 


x=2lr sx +5 
eh 
Solución: 


Antes determinaremos la función mayor entero, para obtener el límite en relación a 
los valores de x: 


| 
Cuando x—+ºº la función mayor entero estará definida por: E = 
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Multiplicando por su conjugada se tendrá la siguiente relación: 


ao in 


(e = (Vie ra))+=) 


(af? exfifeeo e) ) 


= lim 


= (eco) 


“tl e ás a fm) 


= lim 


ai i 


=li E Ea E 
ARA Re o» = 
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x PS 
17. Hallar im [4 a Eai e Et 


Solución: 
dr -2p —S 4 2 5 
dx +2y' —5 3 “re 4] 
lim a | lim — E — Rea lim RE E” a 
rem) By pyr+2 dem By +r+2 O ap a di E 
x! X il 


37-27 
18. Hallar ER Cad Comi 


x +5 
Solución: 


m2x+3) (3x=2) 


x +5 
(2x+3) (3x-2) [2+2) (3- 2) 
= lim SEE = lim ça Em 
x x 
80) 4» 
| 


19. Hallar TR E És +). 
ad (2x+1)" 


Solución: 


m EE 3) Bm +32)" 
(rey 
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Ú Pies E pr. 34 
[2x=3] Ena) Em | 3,2) 
=lim E = lim +—2* + EE = 
q-am (Bee tj Eta A 4 
É jd E 
é som fm 
4% 
22 
2x -3x+4 
20. Hallar lixy —— ===>=— 
4 
Eco Nx +1 
Solución: 
; :: dr =Jx+d o dad 
é -Iy+ E E EA 
lim - E — == = lim pad 2 
is x +] x + rh 1+ | 


21. Hallar lim a 
te TU ap xx 


Solución: 
Y 
lim —= mm - 
dE Mode IO, dx 
x o x 
LE | 


dé 


lim —— 
22. Hallar , pr 


Solución: 
o + 1 
EE x + == 
x ] Fr x Tr 
lim = lim ei = lim = 
Em Tam Jau 
x+ Lã 
x x 
[L 
= = = [) 
| 
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Ea 


23. Hallar lim 


e y dra sdr 


Solución: 


1+0 1 
24. Hallar lim Jx+a — Jx 
E-FET 
Solución: 


lim dex+a-dx = lim ima = lim dx 


e = re Cof O ro 
X X 


mx 
y Do 0. 
firm — ata q ge mt e mf) 
pda q 
du 2a visi 2 
x 


25. Hallar lim apar +1 — x) 


Solución: 
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alx +1-x 
lim = ia 
ia Aedo Cura x 
x x 
= lim —-— = A 
dio | l+] 3 
L+-7+1 
x 
26. Hallar tim [A ex bo + 1) 
Solución: 
lim (2h? sx 4 +1)= 
o x +a>x À 
= 
(x +x] dada (x +1) 
= lim = 
T-+=r da 
x + 
7 
x E, 


27. Hallar lim 
T=." 


Solución: 
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= lim 


| dd... 
28. Hallar lim verde e da 


Solución: 


x (x F | x 
fx + fe + 4% RR ER 
mi x RR: ES (x) = 


o dr+l 


J [2x+1 E 
Jr x 
= lim E = lim À E Pç = 
+=" 241 T=+2r 241 da RE) 
X 


x 
29. Hallar lim a 43x” — dx -2r] 
Solución: 

sas (E) 
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= lim -— === ==] 


| 
a 


"id 
Kd 
Tah 
Es 


= 
a 

1 
pah 

[| 


1.10 Límites infinitos 

En esta presente sección se considerara, límites que cuando se acerca a un valor 
real x>a se pueda encontrar un número tan grande como se quiera oº, 

Definición 1.10.1 

Límite de f(x) es +º, cuando x tiende al punto a, y se escribe: 

lim fixl=+= implica que VN>O, existe 5>0 tal que O< | x-a | <5, entonces 
FO)>N. 

Quiere decir, si para cualquier numero positivo N (tan grande como se quiera), 
podemos encontrar un número 6 tal que, para todos los x dentro del entorno reducido de 
| x-a | <8 de radio 6 se cumple que f(x)>N. 

Expresado de otra manera: si cualquier número positivo N que se considere existe 
un entorno reducido | x-a | <ô donde la función vale más que N, quiere decir que f(x) 
puede hacerse mayor que cualquier número con tal de que x, se acerque lo suficiente a a. 
Por eso se dice que el límite de f(x) cuando x tiende a a es +º, 
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Definición 1.10.2. 
Límite de f(x) es -º, cuando x tiende al punto a, y se escribe: 


hum f(x) “| implica que VA>O, existe 8>0 tal que O< | x-a | <5, entonces 
f(x)<-N. 

Quiere decir, si para cualquier numero positivo N (tan grande como se quiera), 
podemos encontrar un número 6 tal que, para todos los x dentro del entorno reducido de 


| x-a | < 6 de radio 8 se cumple que f(x)<-N. 


Proposición 1.10.1. Sin es cualquier número entero positivo, entonces 
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| 

Wo him — = +05, sines par 
=. A 

ii) lim 0. Si nes impar 
= XxX 


Definición 1.10.3. Sea f una función cuyo dominio es un conjunto A. En el conjunto 
A, los dos primeros casos i) y ii), contiene un intervalo de (a,+º); y en los casos ii) y iv) 
contiene a un intervalo de la forma (-0,a); con estas condiciones establecidas se puede 


definir las siguientes relaciones: 


É) lim fujs+o & NOM >0/2>2H > Mzp>N 


ij lim flaj==0= & Non, IH>0/x>MH > fixi<=h 


di) lim Pj=+0 o & NO, IM >0/xe=H => fixj>N 


iv) lim fjxb==0 > 0N20,9IM >0/x<-=M = fFrxpa-N 


Las correspondientes gráficas de las relaciones anteriores, se encuentran 


consiguientemente: 


Proposición 1.10.2: Sea a un número real y lim [xi=0, limyjui=c, cb, 


entonces se cumple: 
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Do Sic>l yr 0 atravésde valores positivos de 


Pix), entes 


dj Sie>0 fe => 0 a través de valores negativos de 


Fi), entonces: 
dE! 
tm add = = 
ra f(x) 
Mi) Sic<0 yo fixi="0 através de valores positivos de 
Ftx), entonces: 


lim gta) =— 
sa P(x) 

lv) Sicz0 vo f(x O a través de valores negativos de 
lx), entónces 


elx] 
lim = 
+ (x) 


= + 


La proposición anterior se puede resumir de la siguiente manera: 


+, sm cró 


) — = 

Wo o j-=-=, a col 
e f=e,sc>b 
ij — =+ 

) +00 si cal 


Las propiedades de límites entre funciones también se cumplen con los límites 


infinitos como se puede ver a continuación. 


Proposición 1.10.3. Sean f(x)y g(x) dos funciones tales que se cumple: 


Do lim flxj=too y lim gix)=t entonces: 
frete 


[=sie 


lim | [xs glx)] do lim [td gtx)] pr 
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dj) lim flxj=L,L>0 yo lim g(x)=* entonces: 


lim [6x)+ glx)j=t= y lim Litoglx)|= + 


iii) dim fixi=LL<O yo lim g(x)= to entonces: 


tim Lite gla)= += yo tim [ftaeta)]= Fe 


vp Mim flu)= 50 y tim glaj= +50 entonces: 


lim [itc).glx)]= == 


v) lim fai= LL+*0 wy lim gixp=to, entonces: 


lim feno 
icsts elx] 


La proposición anterior se puede resumir de la siguiente manera; considerando una 
constante c arbitraria. 


o ctlto)=+0 
ii) ct(-m)=-» 

W) (+00) +[+00)= + 
2 bio bd Paço 
WD (too)[4+00] = +05 
vi) (so )(—so )= +00 


vai) (o)(-2)=—= 
vil) -5-=0 


bo (a) a ro, sir es par positivo 
lit (=>, sim es impar positivo 


to, cr>b 


E e(emj=l 


=, sic<l 
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di el-o) [- o sic>0 
| =D 
di Loo, sic) 


1.11 Calculo de límites infinito 


o XL 
1. Hallar: lim = 
Solución: 
[ r+2 x+2 a l | Ka 
ira e ly ar im O 
4 - Si (2+2W4- 2) er(x-2) 0 
o Nx 
2. Hallar: lim EA 
raio pd 


Solución: 


lim lo - x” - lim LG =" ul6= a" 


Rr, w—u rd [x- ajVi6- a 


: fr -t6) t6j 
= it —— === 
E [ão Tr j E [x= Alo =x” 
= tim EA n5ES- 
nm (r- (r=Sfló= à 
a 1a RS 
ló=16000 1 » 
. 1 ] 
3. Hallar: fim | mr 
Sl x=2 x =d, 
Solución: 
E pE E DS PR E 
td medo om =) rafe-2[r+2) x -=d 


x—1 
(x+2][x=2) 


| m 
Fa (A 


Por qué utilizando límites laterales, tal como: 


Eb. [5] a 
» Maas 25) oo) tetos)» 


Limites de funciones reales E 


T-2<0 
=> 1-2 
T>) 
ii) tm —)- [+-5)- (+e)-[+oj=+= *-2>0 
x=2 x Er 
= ps 2 


Luego de i) y ii) se tendrá: 


4. Hallar: lim dr saxo 
. Hallar: riso SR RIA 
same] dy = dy q 5 
Solución: 
e + 3 a 
lim . x = lim A a XX lm 
au) dy —-Ix+á oem dx 3x ã 
x Gas ar o 
I | [z 
Jx+l- 7 E. 
= lim A |= lim fi | um 
: 334 o) pace E 
EX. x 
H-0)+2 —o+2 — ” 
2 2 2 
Sr 41] 
5. Hallar: lim RT SP 
senzo | My! — SINO 
Solución: 


dr +1 
ty | a | 
E Era] 


= lim | 5x +] |- 

a) Mixfx-D0)(x+20)) 
x > 

x=20>0 

=> 0 —+ 2º 
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| S(8000)+1 | 40001 


=| —, Es a = + at 
| 2o(20)(0')(40)) 0 
HS 4 
ii x 
6. Hallar: lim / s — 
em) q 7 
Solución: 
x8º 
e! TI 8/3 
T | 
im as | lim TR 7 |= lim | 7 |= 
- R Ru E 
E 3 
ANE Es | 
= lim! =| —— = 
' | JO + 
Fo vo 
x 
E e é 
= = — = [Xá 
| | 
É ge a a 
7. Hallar: in[ Sim) 
Solución: 
for" + é 
Gu pa! , A 
lim [ == |= dim ii — iz 
seem Sp) 4 =| 5X +] 
f ia I " 
+ t d+ 
=li = lim do |= 
D+ E Sado dd = á || 
À, nr TE Se + x! 
+ l 
as mo. [n) : 
E E srs 
Sáje o + — ag 
+ a 


8. Hallar: inf 


Ja + hr de + + Mh =D + 6h 
hh+] — dr 


Solución: 
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hdh+1-h 


io +Bh+44 Ji 3h +3h- Ea 
E] 


PRE ME CEEE 
“ d(Nh+1-1) 


tim) ME +44 | BE, hr +3h"+3h-E | 
no) af 1-1) ) +] a(h+1-1] 
| | Il o] 


a) it) Gu) 
, 


e [-2" [6] 

ma (E) pJ=tmen=a 
E O, 0 do E 4 

] s 


9. Hallar: nl 18 | 


' 
a=2) x" +] 


Solución: 


Para resolver el problema, se debe de probar que: 


ij tem | 


a) Primeramente resolviendo la parte i) 


im[ E E] es 
1-+2 + . 


x +] 
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É lf5-3"1[249"1 á 


| (Wal 5 


xi 
-E>—] 
2-1>0 
=» ds =p)" 
Cuando la aproximación a dos es por la izquierda. 


b) Ahora resolviendo la parte ii) 


: 7) 
vo bud-=x 
lim | — |= 
er] + 


Cuando la aproximación a dos es por la derecha. 


c) De las partes a) y b) podemos concluir: 


Nã — à ; ; = 
Si lim) —— |=0" 20 = lim) —— | 
142 x 4 sr] gx +l] | 
entonces, 
| qd=x" | 
um) — 
12] X 41 | 


10. Hallar: lim 


Solución: 
ij : 7 , 
Asedy-r +ã 
lim | ===. = 
Ep À x +5x=] 
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= lim 


E-E— 


x +5r=] 


ul =x +X 


mr pre = 

a 

| dx, dx x 41 

EA or ir E 
porem | 
+= == 
x x 

É 11 
to + 

a lim x x x EU 
| 


1-3 & 


Limites de funciones reales 


2 . CONTINUIDAD DE FUNCIONES 


Una idea sencilla de una función continua en un punto es aquella que no “da saltos” 
o que “sea interrumpida”, es decir aquella que se puede dibujar sin levantar el lápiz del 
papel. 

Matemáticamente la definición de función continua es un poco más compleja, y dice 
así: 
Definición 

Una función f(x) es continua en un punto x=a si: 

Dado £>0, 19>0 /v x |jx-a|<é > |flo)-Maj<e, 

(o) 

ver Józ0b/vrdg-derxcgaro 

= fMaj-co fixo flaj+o 

Dicho de otra forma, si nos acercamos al punto a, entonces las imágenes se acercan 
a la imagen de a, f(a) 


Si f(x) no es continua en x=a se dice que f(x) es discontinua en a o que tiene una 
discontinuidad en x= a. 


2.1 Definicion función continua 


Se dice que f(x) es continua en x= a si: 
| Existe fla) 


hip Fxiste him Fix) 


iii) Existe lim f(xi= fla) 
Por otro lado si por lo menos una de las tres condiciones no se cumple para x=a, se 


dice que la función f(x) es discontinua en a. 


Gráficamente podemos representar las relaciones anteriores, mediante los 
siguientes casos. 


a) Para i) donde la imagen debe existir: 
[x ,six<2 


Sea la función: lx] 
|4 ,six22 


Gráficamente se puede representar: 
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HS) no existe 


Como se puede apreciar la función f(x) es discontinua por que en x=2 la imagen f(2) 
no existe; es decir que la primera condición de continuidad no cumple. 

b) Para ii) donde el límite debe existir: 
x ,six<2 


Sea la función: flxi=: 
|2 asi xe! 


Gráficamente se puede representar: 


lim )=4 
= 
Wo | lim f(a)=2 


Para determinar que el límite existe, se debe calcular usando los límites laterales, 
gráficamente podemos ver que: 


*- Límite por la izquierda: 
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lim fix 


= lima =27=4 
* Límite por la derecha: 
hm fix)= him 2=2 


como los límites anteriores son diferentes, es decir: 
lim Fixj=422= lim fix) 


en x=2. 


c) Para iii) donde el límite no existe: 


Podemos afirmar luego, no existe lim !|xh. Por tanto la función no es continua 
x 


st x<l 
Sea la función: [ixi= 5 


4 


dz 


ad 
Gráficamente se puede representar: 


T 
h o! 
| | 
N Elim f(o)=] 
' | | 
" | Fa 
0] 
a 


puesto que: 


T= 


Primero utilizando los límites laterales podemos determinar que el límite existe, 
im fixi=l=|=Im 
T-+| 


m f(x) = lim fixi=] 
I tl 
Por otro lado, la imagen de x=1 es f(1)=3 


Pero, la función es discontinua, porque en x=1 no coincide la imagen con el límite, 
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es decir: 


lim f(x)=123= 1) 


2.2 Calculo de continuidad 


1. Dada la función. 


Fls. 
[1 si rel 


Determinar si la función es continua en el punto x=1. 

Solución: 

Realizando el cálculo de continuidad, utilizando las tres condiciones: 
i) Determinando la imagen: 

De la definición de la función: si x=1 cumple f(1)1 

ii) Determinando el límite: 


Para averiguar si el lim (x! existe, se debe hacer el cálculo usando los límites 
laterales, pero en este caso como no hay aproximaciones por la derecha o por la izquierda, 


se tiene directamente: 
him fFix]= lim 5x =«J=MIj=1=2 
iii) Determinado si el límite es igual a la imagen: 
lim Fix=tel= A) 


Por tanto como no cumple la condición iii), se indica que la función no es continua 


en x=1. 
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2. Dada la función. 


- o .sixe<l 
Fixjosl sf xe] 

| l-|m] , si x>1 

Determinar si la función es continua en el punto x=1 

Solución: 

Realizando el cálculo de continuidad, utilizando las tres condiciones: 
i) Determinando la imagen: 

De la definición de la función: si x=1 cumple f(1)=1 

ii) Determinando el límite: 


Para averiguar si el lim fx) existe, se debe hacer el cálculo usando los límites 
laterales: 


q 


“lim fxy= lim(l=0")=(1=1")=0 
e Jim f(x)= lim(l=|4]|= hm(l=x)=(1-=1]=0 
r=01" 1=+ rs 


Considerando el valor positivo, por que 


x 120 
T=+ 
|=x,x<0 


Luego: lim Mx = 
| 
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iii) Determinado si el límite es igual a la imagen: 


hm Pixi=balo= Al 


Por tanto como no cumple la condición iii), se indica que la función no es continua 
en x=1. 


3. Dada la función. 


fixi= 
[-|x) , si x<-] 

Determinar si la función es continua en el punto x=-1 

Solución: 

Realizando el cálculo de continuidad, utilizando las tres condiciones: 
i) Determinando la imagen: 

De la definición de la función: si x=-1 cumple f(-1)=(-1)2=1 

ii) Determinando el límite: 


Para averiguar si el lim fixi existe, se debe hacer el cálculo usando los límites 
=| 
laterales: 


e dim Ax)= dim (L=[x))= lim (1+x)=(1+(-1))=0 


a hm (x) 


lim (x ] | Ey | 
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Luego: lim fix) no existe 


iii) Determinado si el límite es igual a la imagen: 


lim Fixe M=1) 


Por tanto como no cumple la condición ii), se indica que la función no es continua 
en x=-1. 


Gráficamente: 


4. Dada la función. 


[a si x2-] 
Fod=.. 
[l=|x , si x<= 


Determinar si la función es continua en el punto x=-1 

Solución: 

Realizando el cálculo de continuidad, utilizando las tres condiciones: 
i) Determinando la imagen: 

De la definición de la función: si x=-1 cumple f(-1)=(-1)2=1 

ii) Determinando el límite: 


Para averiguar si el lum f(x existe, se debe hacer el cálculo usando los límites 
laterales: 
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“im fx= lim (L=gj= lim (+x)=(1+(-=1]]=0 


“lim fixi= lim [x ]=(=1/ =] 


Luego: lim x) no existe 


iii) Determinado si el límite es igual a la imagen: 
um xa Fl=1) 


Por tanto, como no cumple la condición ii), se indica que la función no es continua 
en x=-1. 


5. Dada la función. 


x+2, si -25%X | 
Fx) | gi =|exel] 
=, si lãxsi) 


Determinar si la función es continua en los puntos x=-1 y x=1 

Solución: 

a) Realizando el cálculo de continuidad para x=-1, utilizando las tres condiciones: 

i) Determinando la imagen: 

De la definición de la función: si x=-1 cumple f(-1)=x+2=(-1)+2=1 

ii) Determinando el límite: 

Para averiguar si el lim fix] existe, se debe hacer el cálculo usando los límites 
laterales: cá 

Y 


e lim flxj= lim (x+2)=((=1)+2]=] 


* lim flxi= lim (1j=] 


Luego: lim fix)=1 existe. 


iii) Determinado si el límite es igual a la imagen: 


im fixp=l=1=f(-1) 


Por tanto, como cumple las tres condiciones, se indica que la función es continua 
en x=-1. 


b) Realizando el cálculo de continuidad para x=1, utilizando las tres condiciones: 


i) Determinando la imagen: 
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De la definición de la función: si x=1 cumple f(1)=2-x=2-(1)=1 


ii) Determinando el límite: 
Para averiguar si el lim ftxi existe, se debe hacer el cálculo usando los límites 


laterales: 


“lim fjxi=lm(ij=l 
ri é) 

“ lmjfijx=lmijt=x]=(2-1]=1 
ul o. 


Luego: lim f(x) = existe. 

iii) Determinado si el límite es igual a la imagen: 

Como lim Fixj=1=1= 1 

Por tanto, como cumple las tres condiciones, se indica que la función es continua 
en x=1. 


Gráficamente: 


6. Dada la función. 


| so =I075] 
Plx=,x=1 sd QDexe? 
= Sd ISXS AVI 


Determinar si la función es continua en los puntos x=0 y x=2 


Solución: 
a) Realizando el cálculo de continuidad para x=0, utilizando las tres condiciones: 


Continuidad de funciones ES 


i) Determinando la imagen: 

De la definición de la función: si x=0 cumple f(0)=-1 

ii) Determinando el límite: 

Para averiguar si el lim fix) existe, se debe hacer el cálculo usando los límites 


laterales: 


e Jim Fixi= limi-l| | 


“him f(xi=lim(x=-lj=— 


Luego: lim ixh=-—l existe. 

iii) Determinado si el límite es igual a la imagen: 

lim Fixi=-=1=-1= (0) 

Por tanto, como cumple las tres condiciones, se indica que la función es continua 
en x=0. 

b) Realizando el cálculo de continuidad para x=2, utilizando las tres condiciones: 

i) Determinando la imagen: 

De la definición de la función: si x=2 cumple f(2)=5-x2=5-(2)2=1 

ii) Determinando el límite: 


Para averiguar si el lim | x) existe, se debe hacer el cálculo usando los límites 


laterales: 
* bm fixj=lbmjx=lj=(2=1]=] 
“hm f(xj= hm(3=1" ] (32=4|=| 


Luego: hm fixh=1 existe. 

iii) Determinado si el límite es igual a la imagen: 

Como lim flx)=l=1= (2) 

Por tanto, como cumple las tres condiciones, se indica que la función es continua 
en x=2. 


Gráficamente: 


Continuidad de funciones 


7. Dada la función: 


Verifique si es posible determinar un número L para que la función f(x) sea continua. 
Solución: 

Realizando el cálculo de continuidad, utilizando las tres condiciones: 

i) Determinando la imagen: 

De la definición de la función f(4)=L debe de existir. 

ii) Determinando el límite: 


el lim f(x | existe, usando los límites laterales: 
Dad” 


E [x)-3x-4) 
“lim fixi= lim | | 
” 1=+4" |, | / 
lx=ahjx+] o 
= Jim — Et tm ju+lj=5 
) [x-4) | 
E CX =dx=d | 
e im fixi= im) ———— = 
| . + | t-d / 
x=4x+] a 
= lim mote. lim [x=1|=ã 
T| N—+ Tt] 


Continuidad de funciones 


Luego: lim Fjxi=5 existe 
iii) Determinado si el límite es igual a la imagen: Verificado la última condición, 
para que sea continua: 


lim Plxt= Fidt 


i=! 
Por tanto para que sea continua en x=4 debe cumplir L=5. 


8. Dada la función: 


fixe dl=" 5 x0<0 
ER qd x= 
Verifique si es posible determinar un número L para que la función f(x) sea continua. 


Solución: 


Antes de realizar las condiciones de continuidad, tendremos que representar a la 
función valor absoluto dentro de su dominio adecuado: 


Por definición: 


|=x.sixe0 
Luego, la nueva función queda definido como: 
x ,3i x>0 
faj=il-x ,six<0 
L ,six=0 
Realizando el cálculo de continuidad, utilizando las tres condiciones, para x=0: 
i) Determinando la imagen: 
De la definición de la función f(0)=L debe de existir. 


ii) Determinando el límite: 


el lim lx) existe, usando los límites laterales: 


e lim fixi=lm (1 x |=1 


+ bm fixi= lim (x|=0 


Continuidad de funciones 


Luego: lim f(x) À 


1 = dj 


iii) Determinado si el límite es igual a la imagen: Verificado la última condición, 
para que sea continua: 


Como lim f(xl 2 y además f(O)=L. 


Por tanto, la función f(x); no es continua en x=0. 
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